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Дифференциальные уравнения первого порядка 

 

Занятие 1. Дифференциальные уравнения с разделяющимися перемен-

ными  

Вопросы для подготовки к занятию. 

1. Какое уравнение называется дифференциальным? 

2. Дайте определения общего и частного решений дифференциального урав-

нения. 

3. Как определить порядок дифференциального уравнения? 

4. Решить задачу Коши – это _________________________________________ 

______________________________________________________________________ 

5. Как находится общий интеграл для уравнения с разделенными перемен-

ными? 

6. Запишите общий вид дифференциального уравнения с разделяющимися 

переменными: ________________________________________________________ 

7. Как интегрируются такие уравнения? Какие функции могут оказаться осо-

быми решениями? 

 

1.1. Показать, что данная функция является решением данного диффе-

ренциального уравнения. 

а) xeCxy  )( , 
xeyy  ; 

 

 

 

 

б) Cyxyx  22 , 02)2(  yxyyx . 
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в) ,
sin

x

x
y    xyyx cos . 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2. Найдите решения дифференциальных уравнений, используя пред-

ставление производной в виде отношения дифференциалов 
dx

dy
y  : 

1) yxy 32  ; 

 

 

 

 

 

2) 0 xyy ; 

 

 

 

 

 

 

3) 0 yyx ; 
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4)   132  yyxx ; 

 

 

 

 

 

 

5)  ctgxyy 12  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.3. Решите дифференциальное уравнение xxyyy sin)1(  . 

Решение: 
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1.4. Найдите общее решение дифференциального уравнения 

011 22  dyxydxyx  

Решение: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.5. Найдите частные решения уравнений: 

а) 02)1( 2  dxxydyx , 2)1( y  

Решение: 

1. Находим общее решение дифференциального уравнения: 

 

 

 

 

 

 

 

2. Находим частное решение, удовлетворяющее данному начальному условию: 
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б) 0lnsin  yyxy , 1
2









y  

Решение: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

в) 0
 ye

x

yy
, 0)1( y  

Решение: 
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1.6.
*
 Найдите общее решение уравнения 124  yxy . 

Решение: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.7. Найдите общее решение уравнения   0)(
2

 xyyyxy . 

Решение: 
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Занятие 2. Однородные дифференциальные уравнения  

Вопросы для подготовки к занятию. 

1. Дайте определение однородной функции. Приведите пример одной из 

них: __________________________________________________________________ 

2. Какое уравнение называется однородным? 

3. Запишите однородное дифференциальное уравнение в общем виде:  

______________________________________________________________________ 

4. Какой подстановкой однородное уравнение приводится к уравнению с 

разделяющимися переменными? 

5. В каком случае и с помощью какой подстановки дифференциальное 

уравнение  первого порядка можно свести к однородному? __________________ 

______________________________________________________________________ 

 

2.1. Проинтегрируйте  уравнение  
2

2

x

xyy
y


 . 

Решение. Рассмотрим функцию  yxf ,  

 

Найдем   yxf  ,  

 

Получили, что функция  yxf ,  является ___________________________________, 

а данное уравнение является _____________________________________________  

Используем замену _________________ , тогда y _________________________ 

Уравнение примет вид: 
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2.2. Найдите частное решение уравнения     dxyxydyxyx 222  , 1)1( y . 

Решение. Преобразуем уравнение  к виду  yxfy ,  и убедимся, что оно 

является однородным: 
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2.3. Найти общий интеграл уравнения 











x

y
arctg

x
yyx . 

Решение. Преобразуем уравнение  к виду  yxfy ,  и убедимся, что оно 

является однородным: 

 

 

 

 

Введем замену _____________________, тогда y __________________________ 

Уравнение примет вид: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4. Проинтегрируйте  уравнения: 

а) yxyxyxy  )2( 22
; 

Решение. Преобразуем уравнение  к виду  yxfy ,  и убедимся, что оно являет-

ся однородным: 

 

 

 

Используем подстановку __________________, тогда ________________________ 
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б) 0)( 322  dyxdxyxy . 

Решение.  
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2.5. Решите уравнения, сведя их к однородным: 

a) 0)62()2(  dyyxdxy ; 

Решение. Преобразуем уравнение  

y  

Так как определитель =                                     , то используем подстановку 

x _________ ,  y __________ 

Находим точку пересечения прямых: 





 

 

 

Производим в исходном уравнении замену переменных, полагая 

x _________ ,  y __________,  dx _____ ,   dy ______ 

Уравнение преобразуется к виду: 
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б) 
yx

yx
y






1

331
; 

Решение.  

Так как определитель =                   , то используем подстановку 

__________ 

тогда 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

в) 0)12()32(  dxyxdyyx . 

Решение. Преобразуем уравнение  

y  

Так как определитель =                             , то используем подстановку 
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x _________ ,  y __________ 

Находим точку пересечения прямых: 





 

 

Производим в исходном уравнении замену переменных, полагая 

x _________ ,  y __________,  dx _____ ,   dy ______ 

Уравнение преобразуется к виду: 
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2.6.
* 

 Найти кривую, у которой расстояние любой касательной от начала ко-

ординат равно абсциссе точки касания.  

Решение: 
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Занятие 3. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

Уравнения Бернулли 

Вопросы для подготовки к занятию. 

1. Запишите  общий вид линейного дифференциального уравнения первого 

порядка: ______________________________________________________________ 

2. Чем отличается неоднородное линейное уравнение от однородного? 

3. В чем заключается метод Бернулли решения ЛНДУ? Какая подстановка 

используется? __________________________________________________________ 

4. В каком виде ищется общее решение уравнения при использовании ме-

тода вариации произвольной постоянной (метода Лагранжа)? _________________ 

______________________________________________________________________ 

5.  Как называется уравнение вида nyxgyxpy )()(  ? Как найти его общий 

интеграл? _____________________________________________________________ 

 

3.1. Найдите общее решение линейного уравнения 3xyyx   и укажите 

частное решение, удовлетворяющее начальному условию   5,11 y . 

Решение. Будем искать общее решение уравнения в виде vuy  , где 

)(xuu   и )(xvv   − некоторые функции от x  (метод Бернулли),  

тогда y  

Подставив y и y  в данное уравнение, получаем: 

 

Преобразуем уравнение, вынеся, например, функцию u  за скобки: 

 

Подберем функцию  xvv   таким образом, чтобы выражение, стоящее в 

скобках было равно нулю, т.е. решим дифференциальное уравнение с разделяю-

щимися переменными: 
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Теперь находим функцию )(xuu  : 

 

 

 

 

 

Общее решение исходного уравнения имеет вид: 

 

 

Решаем задачу Коши. Для этого подставляем значения 

___________,  yx  в общее решение и находим соответствующее значение С: 

 

 

Искомое частное решение  

 

3.2. Решите уравнение xx
x

y
y cos . 

Решение. Решим это линейное уравнение методом вариации произвольной 

постоянной (методом Лагранжа). 

1. Найдем общее решение соответствующего однородного уравнения. 
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2. Общее решение исходного неоднородного уравнения ищем в виде 

______________, где  xC  - неизвестная функция. 

Находим y  

Подставляя y  и y  в данное уравнение, получим 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таким образом, получаем общее решение данного уравнения: 

 

 

3.3. Решите дифференциальное уравнение 
2yx

y
y


 . 

Решение.  
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3.4. Решите уравнение 
2

2 xxexyy   двумя способами. 

Решение. 

1 способ. Метод Бернулли: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 способ. Метод Лагранжа: 
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3.5. Найдите общее решение уравнения 0)32( 2  dxydyxy . 

Решение.  
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3.6. Решите уравнения 

а) 442 yx
x

y
y  ; 

Решение.   Это уравнение Бернулли.   

Разделим обе части уравнения на _____ 

 

 

Введем замену__________________________________________________________                 
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б) 
11

2







x

y

x

y
y . 

Решение.   Это уравнение Бернулли. 

Разделим обе части уравнения на _____ 

 

Введем замену____________________________________________________                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.7. Найдите общее решение уравнения 
5434 yxeyyx x . 

Решение.   
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3.8.
* 

 Найдите уравнение кривой, у которой отрезок, отсекаемый касатель-

ной на оси абсцисс, равен квадрату ординаты точки касания. 
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Занятие 4. Уравнения в полных дифференциалах 

Вопросы для подготовки к занятию. 

1. При каком условии дифференциальное уравнение 

0),(),(  dyyxQdxyxP  является уравнением в полных дифференциалах? 

______________________________________________________________________ 

2. Как интегрируется уравнение в полных дифференциалах? 

3. В чем состоит метод интегрирующего множителя? ___________________ 

______________________________________________________________________ 

 

4.1. Решите уравнение    02sin2cos2 22  dyyxydxyx . 

Решение. Определим тип данного уравнения.  

 yxP , _________________;   yxQ , ________________________ 

Находим 




y

P
                                                           

     




x

Q
 

Поскольку ____________________, то данное уравнение является уравне-

нием в полных дифференциалах, значит, общий интеграл уравнения можно 

получить в виде   Cyxu , . Находим функцию  yxu ,  из равенств 

 



yxP

x

u
, ______________________,   yxQ

y

u
,




=__________________. 

Интегрируем первое уравнение по x , считая при этом y  постоянной вели-

чиной, получаем:  yxu ,  

 

Следовательно, 




y

u
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С другой стороны,  yxQ
y

u
,




. 

Таким образом, получаем уравнение для определения  yC : 

 

 

 

 

Функция  yxu ,  имеет вид  yxu , = 

Записываем общий интеграл уравнения:  

 

 

 

4.2. Решите уравнение 0)sincos()sin(  dyyyxdxyx . 

Решение. 

 yxP , _________________;   yxQ , ________________________ 

Находим 




y

P
                      и   





x

Q
 

Данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах, так как 

______________, следовательно, левая часть уравнения есть полный дифференци-

ал некоторой функции ),( yxu . Находим функцию ),( yxu , используя равенства: 

 

 



















yxQ
y

u

yxP
x

u

,

,

 

Проинтегрируем первое уравнение по x  (считаем y  постоянным): 

 

 

Продифференцируем полученное равенство по y  и приравняем ко второму 

уравнению: 
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Общий интеграл имеет вид 

 

 

 

4.3. Решите уравнения: 

а) 0)ln3( 2  dyxydx
x

y
; 

Решение. В данном случае 

 yxP , __________;   yxQ , ____________ 






y

P
                и   





x

Q
 

Следовательно, данное уравнение является _____________________________ 

____________________________________и имеет вид  0),( yxdu . 

Находим функцию ),( yxu : 

u  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б)     0sincos)1(cos)1(sin  dyxyxdxxyy . 

Решение. Здесь 

 yxP , ______________________;   yxQ , _______________________ 
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




y

P
                                   и   





x

Q
 

Следовательно, левая часть уравнения есть полный дифференциал некоторой 

функции ),( yxu . 

Находим функцию ),( yxu : 

u  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4. Найдите общий интеграл уравнения 0)(  dyeydxey xx
. 

Решение.  
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4.5. Найдите интегрирующий множитель и решите уравнение 

0)( 2  dyyxydx . 

Решение. Здесь  

 yxP , _____________________   yxQ , _______________________ 






y

P
                                                   





x

Q
 

Значит, уравнение ________________________ уравнением в полных дифферен-

циалах.  











P

y

P

x

Q

 

не зависит от ___, то данное уравнение имеет интегрирующий множитель 

)(y  

Домножим обе части уравнения на _____: 

 

 

Убедимся, что полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-

циалах и решим его: 
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4.6. Найдите интегрирующий множитель и решите уравнение 

0)cos( 2  xdydxyxx . 

Решение. Здесь  

 yxP , ________;   yxQ , ____________ 






y

P
              и   





x

Q
 

Значит, уравнение не является уравнением в полных дифференциалах. Так как 

выражение 











Q

x

Q

y

P

 

не зависит от ___, то данное уравнение имеет интегрирующий множитель 

)(x  

Домножим обе части уравнения на _____: 

 

 

Убедимся, что полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-

циалах и решим его: 
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4.7. Определите тип дифференциальных уравнений, приведенных ниже. 

Укажите метод решения этих уравнений. 

1) xyyy  2 ; 

 

 

 

2) 3xyxyy  ; 

 

 

 

3) xxyy 2sincos  ; 

 

 

 

4) 5 yy ; 

 

 

 

5) 
x

y
xy

3
 ; 
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6) 0)(  dyeydxye xx ; 

 

 

 

 

7) xyyyx  22 ; 

 

 

 

 

8)   01)1( 22  dyxdxy . 
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Дифференциальные уравнения высших порядков 

 

Занятие 5. Дифференциальные уравнения, допускающие понижение 

порядка 

Вопросы для подготовки к занятию. 

1. Дайте определение дифференциального уравнения второго порядка 

______________________________________________________________________ 

2. Что называется задачей Коши? решением уравнения? общим решением 

уравнения? частным решением уравнения? 

3. В каких частных случаях  удается понизить порядок дифференциального 

уравнения высшего порядка? _____________________________________________ 

______________________________________________________________________

______________________________________________________________________

______________________________________________________________________ 

4. Запишите общий вид линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: ______________________________________________ 

5. Какова структура общего решения линейного неоднородного дифферен-

циального уравнения? ___________________________________________________ 

 

 

5.1. Проинтегрируйте дифференциальное уравнение xxy 3cos . 

Решение. Найдем общее решение последовательным интегрированием дан-

ного уравнения: 

   dxxxy 3cos  

 

y  

 

 

y  
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5.2. Найдите общее решение уравнения xx
x

y sin
1

1
2




 . 

Решение. Интегрируем данное уравнение: 












  dxxx

x
y sin

1

1
2

 

 

y  

 

 

 

 

 

 

 

5.3. Найдите частное решение уравнения, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям: 

а) xyiV 2cos , 
32

1
)0( y , 0)0( y , 

8

1
)0( y , 0)0( y ; 

Решение. Интегрируем данное уравнение: 

y  

 

Используя начальное условие 0)0( y , находим постоянную интегрирова-

ния 
1

C : 

 

Находим y  

 

По условию 
8

1
)0( y , составим уравнение для определения константы 

2
С : 

 

 

Вычисляем y  
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Из условия 0)0( y  находим 
3

С : 

 

Интегрируя, получим y  

 

Используя условие 
32

1
)0( y , находим константу 

4
С : 

 

Искомое частное решение  

 

б) 
32 2cos xxey x  , 

4

1
)0( y , 1)0( y ; 

Решение. Интегрируя данное уравнение два раза, получим: общее решение  

y  

 

y  

 

Используя начальные условия, составим систему уравнений относительно 

неизвестных констант 
1

С  и 
2

С : 

 

 

Подставляя найденные значения в общее решение, получим искомое част-

ное решение 

 

 

в) xxy sin , 0)0( y , 0)0( y , 2)0( y . 

Решение.   
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5.4. Решите уравнения: 

а) 2)1( 2  yxyx ; 

Решение.  Данное уравнение явно не содержит искомую функцию y .  

Вводим замену pxpy  )( , тогда y ____ 

После подстановки уравнение примет вид 
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б)   yxyx  cossin1 ; 

Решение. Данное уравнение явно не содержит функцию y . Для понижения 

порядка уравнения введем замену:  y __________, тогда y ________________ 

Получим уравнение первого порядка  
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в) 0)1(  yxy , 2)2( y , 1)2( y , 1)2( y . 

Решение. Уравнение явно не содержит функцию y . 

Вводим замену __________________________________________________ 

После подстановки уравнение примет вид 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.5. Найдите общее решение уравнений: 

а) 0)(2)32( 2  yyy ; 

Решение. Уравнение явно не содержит независимую переменную x . Вво-

дим замену y __________________, тогда y _____________________________ 

Уравнение примет вид  

 

Интегрируем получившееся уравнение: 
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б) yyyy  2)()1( ; 

Решение. Уравнение явно не содержит независимую переменную x . Вво-

дим замену y _____________________, тогда y _________________________ 

Исходное уравнение преобразуется к виду: 
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5.6. Найдите частное решение уравнений: 

а) )1(
1





 xx

x

y
y , 1)2( y , 1)2( y ; 

Решение. Уравнение явно не содержит__________________________ 

Вводим замену ______________________________________________ 

После подстановки уравнение примет вид 
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б) 0)( 2  yyy , 1)0( y , 2)0( y . 

Решение. Уравнение явно не содержит__________________________ 

Вводим замену ______________________________________________ 

После подстановки уравнение примет вид 
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Занятие 6. Линейные однородные дифференциальные уравнения с по-

стоянными коэффициентами 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Запишите общий вид линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: _________________________________________.                             

Чем оно отличается от линейного однородного дифференциального уравнения 

второго порядка? 

2. Запишите ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффициентами и со-

ответствующее ему характеристическое уравнение: 

______________________________________________________________________ 

3. Общее решение ЛОДУ находится по одной из формул ( 1k  и 2k  - корни 

характеристического уравнения для данного ЛОДУ):  

1)________________________________________________________________ 

2) _______________________________________________________________ 

3)________________________________________________________________ 

 

 

6.1. Найдите общее решение дифференциальных уравнений: 

а) 02  yyy ; 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

 

Общее решение однородного уравнения: 

 

 

б) 02  yyy ; 

Решение.  
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в) 022  yyy ; 

Решение.  

 

 

 

 

 

 

г) 02  yyy IV
; 

Решение.  

 

 

 

 

 

 

д) 0 yy ; 

Решение.  

 

 

 

 

 

 

 

 

е) 022 )4()6(  yyyy ; 
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Решение.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.2. Решите уравнения: 

а) 044  yyy ; 

Решение.  

 

 

 

 

 

б) 04  yy ; 

Решение.  

 

 

 

 

 

 

 

в) 045  yyy IV
; 

Решение.  

 



 45 

 

 

 

 

 

г) 0 yyyy .  

Решение.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.3. Найдите частные решения дифференциальных уравнений: 

а) 0102  yyy , 0
6









y , 6

6


ey 







 ; 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 

 

 

 

 

Общее решение линейного однородного уравнения имеет вид 

 

Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным услови-

ям: 
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б) 03  yy , 1)0( y , 2)0( y ; 

Решение.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

в) yy  ,   1)0(,0)0(,2)0(  yyy ; 

Решение.  
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Занятия 7-8. Линейные неоднородные дифференциальные 

уравнения с постоянными коэффициентами 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1. Запишите общий вид линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: _________________________________________                             

Чем оно отличается от линейного однородного дифференциального уравнения 

второго порядка? 

2. Какова структура общего решения линейного неоднородного дифферен-

циального уравнения? ___________________________________________________ 

3. Повторите метод подбора частного решения y~  для линейного неодно-

родного дифференциального уравнения со специальной правой частью. 

 

 

7.1. Найдите общее решение уравнений: 

а) 3296 2  xxyyy ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 
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)(xf _________________ является частным случаем функции 

)()( xPexf
n

ax   при  a __,  )(xP
n

______________, n ___. 

a __  не является корнем характеристического уравнения, следовательно, 

частное решение будем искать  в виде 

y~  

Для определения коэффициентов  ___________ находим 

y~  

y~  

 

Подставим выражения для y~ , y~ , y ~  в исходное уравнение и приравняем 

коэффициенты при соответствующих степенях x : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

б) 
xxeyyy 2103  ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 
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2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 

Правая часть неоднородного уравнения имеет вид  )()( xPexf
n

ax  , где  

a __,  )(xP
n

_____, n ___. 

a __  не является корнем характеристического уравнения, следовательно, 

частное решение будем искать  в виде 

y~  

Находим производные 

y~  

 

y~  

 

Подставим выражения для y~ , y~ , y ~  в исходное уравнение и приравняем 

коэффициенты при соответствующих степенях x : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  
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в) 
xexyyy 3)2(96  . 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 

)(xf _________________ является частным случаем функции 

)(xf _____________ при  a __,  )(xP
n

______________, n ___. 

a __  не является корнем характеристического уравнения кратности __, 

следовательно, частное решение будем искать  в виде 

y~  

 

Находим производные 

y~  

 

y~  

 

 

Подставим выражения для y~ , y~ , y ~  в исходное уравнение: 
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Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

7.2. Решите уравнения: 

а) xxxyyy cossin)32(23  ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 

)(xf __________________________ является частным случаем функции 

 xxRxxPexf
mn

x  sin)(cos)()(   при  __,  ___,  )(xP
n

______, 

n ___, )(xR
m

____, m ___. 

 i __  не является корнем характеристического уравнения, следова-

тельно, частное решение будем искать  в виде 

y~  

 

Находим производные 

y~  
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y~  

 

 

Подставим  y~ , y~ , y ~  в исходное уравнение: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  
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б) xxxyy sincos2  ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 

)(xf _______________________ является частным случаем функции 

 xxRxxPexf
mn

x  sin)(cos)()(   при  __,  ___,  )(xP
n

______, 

n ___, )(xR
m

____, m ___. 

 i ___ не является корнем характеристического уравнения кратности __, 

следовательно, частное решение будем искать  в виде 

y~  

 

Находим производные 

y~  

 

 

y~  

 

 

 

 

Подставим y~ , y~ , y ~  в исходное уравнение: 
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Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

в) xeyyy x 2cos52  . 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 

)(xf _______________________ является частным случаем функции 

 xxRxxPexf
mn

x  sin)(cos)()(   при  __,  ___,  )(xP
n

______, 

n ___, )(xR
m

____, m ___. 
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 i ___ не является корнем характеристического уравнения кратности __, 

следовательно, частное решение будем искать  в виде 

y~  

 

Находим производные 

y~  

 

 

y~  

 

 

 

 

Подставим выражения для y~ , y~ , y ~  в исходное уравнение: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда y~  
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4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

 

7.3. Решите уравнения, используя метод вариации постоянных: 

а) 
x

x

e

e
yy

2

2

1
 ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Общее решение линейного однородного уравнения имеет вид 

y                                                        , 
1

y                , 
2

y  

3. Частное решение линейного неоднородного уравнения будем искать в 

виде y~ _______________________, где )(
1

xС  и )(
2

xC  − решения системы диф-

ференциальных уравнений 









.0

,0

2211

2211

yCyC

yCyC
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 57 

 

 

 

 

 

 

Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

б) 
x

yy
2cos

1
4  . 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Общее решение линейного однородного уравнения имеет вид 

y                                                 

3. Частное решение линейного неоднородного уравнения будем искать в 

виде y~ _______________________, где )(
1

xС  и )(
2

xC  − решения системы диф-

ференциальных уравнений 

 

 

 

 

 

 

 

 



 58 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

 

7.4. Решите уравнения, используя метод неопределенных коэффициен-

тов: 

а) 
xeyyy 534  , 3)0( y , 9)0( y ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 
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4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

5. Находим константы 
1

С  и 
2

С , используя начальные условия 3)0( y , 

9)0( y : 
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Искомое частное решение ЛНДУ 

 

 

б) 
xexyyy )1(2  ; 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 
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4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

 

в) xyy 5cos25  . 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Находим общее решение ЛОДУ 

y  

3. Находим частное решение ЛНДУ 
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4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  

 

 

 

7.5. Решите уравнение, используя метод вариации произвольных по-

стоянных      
x

e
yyy

x3

96  . 

Решение. 

1. Составим характеристическое уравнение 

 

 

 

2. Общее решение линейного однородного уравнения имеет вид 

y                                                 

3. Частное решение линейного неоднородного уравнения будем искать в 

виде y~ _______________________, где )(
1

xС  и )(
2

xC  − решения системы диф-

ференциальных уравнений 
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Тогда y~  

 

4. Общее решение ЛНДУ имеет вид  
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Системы дифференциальных уравнений 

 

Занятие 9-10. Системы линейных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами 

Вопросы для подготовки к занятию: 

1.  Дайте определение системы дифференциальных уравнений и её решения. 

2.  Какая система дифференциальных уравнений называется нормальной? 

3.  В чем заключается метод интегрирования нормальной системы диффе-

ренциальных уравнений? 

 

9.1. Решите систему  








yxy

yxx

2

,23
  при данных начальных условиях 

1)0( x , 2)0( y . 

Решение.  

1. Из первого уравнения выражаем y  и дифференцируем по t : 

 

 

 

2. Подставим y  и y  во второе уравнение: 

 

 

 

 

 

3. Находим общее решение ЛОДУ второго порядка 
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4. Находим функцию y   

 

 

 

 

 

5. Находим частное решение системы: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.2. Решите систему дифференциальных уравнений 

                          








.cos

,3sin4

ytx

xtyx
 

Решение.  

1. Приведем систему к нормальному виду 

 

 

 

 

 

 

 

2. Из первого уравнения выражаем y  и дифференцируем по t : 
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3. Подставим y  и y  во второе уравнение 

 

 

 

 

4. Находим общее решение ЛОДУ 

 

 

 

 

 

5. Находим общее решение ЛНДУ 
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6. Находим функцию y  

 

 

 

 

 

7. Искомое общее решение имеет вид 

 

 

 

 

9.3. Решите систему дифференциальных уравнений  








.4

,

yxy

yxx
 

Решение. 
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9.4. Решите системы дифференциальных уравнений 

а) 















.725

,22

,422

zyxz

zyxy

zyxx

 

Решение. 

1. Дифференцируем первое равенство по t : 

 

2. Вместо y  и z  подставим выражения из второго и третьего равенств: 

 

 

3. Дифференцируем по t  полученное равенство и подставляем y  и z : 

 

 

 

 

4. Рассмотрим систему 















x

x

x

                                                                                  (*) 

Из этой системы исключим неизвестные y  и z . Используя первые два ра-

венства, выразим y  и z  через функцию x  и ее производные: 

 

 

 

 

 

Подставим полученные выражения в третье уравнение системы (*) и найдем 

функцию x  
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5. Найдем функции y  и z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Общее решение системы 

 

 

б) 















.

,

,

zyxz

zyxy

zyxx

 

Решение. 

1. Дифференцируем первое равенство по t : 

 

2. Вместо y  и z  подставим выражения из второго и третьего уравнений: 
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3. Решаем полученное ЛОДУ второго порядка: 

 

 

 

 

4. Найденную функцию )(tx  подставим в первое уравнение системы, затем 

выразим z  через y : 

 

 

 

 

5. Подставим выражение для x  и z  во второе уравнение системы: 

 

 

Решаем полученное линейное уравнение I порядка методом ______________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Находим функцию z : 
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7. Общее решение системы 

 

 

 

 

 

9.4. Решите систему  








tyyx

eyyx t

cos22

,
  при данных начальных усло-

виях 
17

3
)0( x , 

17

4
)0( y . 

Решение.  

1. Приведем систему к нормальному виду 

 

 

 

 

 

 

 

2. Из первого уравнения выражаем y  и дифференцируем по t : 

 

 

 

3. Подставим y  и y  во второе уравнение 

 

 

 

 

4. Находим общее решение ЛОДУ 
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5. Находим общее решение ЛНДУ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Находим функцию y  

 

 

 

 

7. Находим частное решение 
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9.5. Решите систему уравнений 








.

,

xy

yx
 

Решение.  

1. Сложим равенства 

 

 

 

 

 

 

 

2. Вычитаем уравнения 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.6. Решите системы дифференциальных уравнений: 

а) 








,43

,2

yxy

yxx
   1)0( x ,  9)0( y ; 

Решение.  
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1. Из первого уравнения выражаем y  и дифференцируем по t : 

 

 

 

2. Подставим y  и y  во второе уравнение: 

 

 

 

3. Находим общее решение ЛОДУ второго порядка 

 

 

 

 

 

4. Находим функцию y   

 

 

 

5. Находим частное решение системы: 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) 















.

,

,2

zxz

zyxy

zyxx

 

Решение.  
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1. Дифференцируем первое равенство по t  и подставим выражения для y  и 

z  из второго и третьего уравнений: 

 

 

 

 

2. Заметим, что xxzy 2 , тогда получим ЛОДУ второго порядка от-

носительно x : 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Найденную функцию )(tx  подставим в третье уравнение системы: 

 

 

Решаем полученное линейное уравнение I порядка методом ______________ 
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4. Из первого уравнения находим y : 

 

 

 

 

 

 

5. Общее решение системы имеет вид 

 

 

 

 

 


